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Corrigé du Probléme e

I) De quoi sagi-t-il ?

Fonctions en exponentielle.

|- Variation - tangente - Inégalité — Asymptotes - Calcul d'aire - Fonction réciproque -
Courbesdef et f

II- Suite définie par une intégrale - Encadrement et limite.

I1) Indication et commentaire
1) 1) a) chi)rgéf(x):l. Interprétation geométrique
Pour justifier la limite on peut mettre € en facteur au numérateur et au dénominateur et

. ) 1
utiliser lim — =0.
X® +¥ ex

. X-1 -
On peut aussi poser X = €° et trouver f(x) = 1 dont lalimite pour X ® +¥ est connue.

L’interprétation géométrique (¢’ est du cours).
La courbe (€) admet la droite d’ éguation y = 1 comme asymptote au voisinage de +¥ .

b) f'(x) = 2_62
(€+1)
Il suffit d' appliquer laformule de la dérivée de la fonction UX) o - U () M(X) - UZ(X)-V'(X)
v(x) V()]

Avec la dérivée de (€° +1) est €; de méme pour (€°-1)
c) f est impaire

Puisque le domaine est R, la condition «xi D P -x T D » est réalisée. 1l suffit donc de
calculer f(-x) puis multiplier le numérateur et le dénominateur par € pour obtenir f(x) et ce en
appliquant . €” = 1.

2) Tableau devariation def

Pour le tableau de variation (T.V), on peut utiliser le résultat 1)c) et se suffireal’intervalle
[0 +¥]
Ou travailler sur tout R sachant que I(ribm¥ f(x) = -1 (car f(x) = -f(x) " xI R).

Remarque : Dans chacune des questions 1)a, b et ¢, les résultats sont donnés et il S agit de les
prouver. Donc dans ce cas et chaque fois que ceci se présente, on peut passer d’ une question a
I"autre sans réussir la précédente, mais en utilisant le résultat donné.

3) Une équation de la tangente (T) a (C) au point 0

Appliquer laformule: (T) : y=1(0) . (x - 0) + f(0).
On obtient : (T) : y:%x



4) Montrer quef'(t) £ %pour tout réel t (1)
Il suffit décrire f'(t) - %et d éudier son signe.

_ (et _ 1)2

2e" +1)° qui est £ 0 quel que soit tT R.
el +

Montrer que cette expression se met sous la forme::

Déduction f(x) £l X pour tout réel x positif
La deductlon est smple sachant que s fEg sur [a,b]
aors: d (x)dx £ cg(x)dx et qued (x)dx =f(b) - f(a)

Il suffit alors d’intégrer les 2 membres de I'inégalité (1) (f'(t) £ %) sur [0, X] puisque x 2 O.
Ne pas oublier quef(0) =0.
5) Construction de(T) et ( C)

Remarquer que f(x) £ %x pour x 3 0 veut dire que (C) est au dessous de (T) pour x 3 0.

Comme f est impaire, I’ origine O est un centre de symétrie de (C).

6) @) Calcul de A(l ) en cm?

On applique la formule qui donne I'aire de la partie comprise entre 2 courbes ((C) et
0

I"asymptote y = -1) qui est égale a ¢y f (x) - (- 1))dx car | <0 et lacourbe (C) est au dessus de
|

ladroite (y = -1).

Ne pas oublier de multiplier par 4 cm? (unité d'aire) :

Ontrouve A(l )=[2.Log 2- 2. Log (€ +1)] ~ 4 cm?

b) Limitede A(l ) quand | tend vers-¥

Calculer directement la limite en se rappelant que II(i)m¥ e =0. Ontrouve II(EDm¥ A(l') =8Log2



7) @) f admet une fonction réciproque continue et dérivablesur ]-1, 1]

* Appliquer le théoréme : Si f est continue et strictement monotone sur ]a,b[ alors f admet une
fonction réciproque continue sur f(Ja, b[) qui est ] I(i@m+ f(X), Ig@rp f(X)[ Si fest croissante et
qui est ] .IE@T_ f(X), |I<i@m+ f(X)[ o f est décroissante.

* S f est dérivable sur Ja,b[ et si f*(x)* 0 pour tout x | ]a,b[ aorsf™ est dérivable sur f(]a,b[).

Pour le cas présent I'intervalle est R et f(R) =]-1,1][.

Donc f admet une fonction réciproque f* continue sur ]-1,1[ et comme f est dérivable sur R et

(x) ¢ Opour tout x T R alorsf *est dérivable sur ]-1,1].

b) Construction de (C’)

(C') est symétrique de (C ) par rapport a la droite: y = x. Ne pas oublier de construire les
asymptotes et latangente en O (par symétrie) : voir figure (page précédente).

c) Expression de f*(x) pour x1 ]-1,1]
Appliquer lerésultat : f est bijectivede | sur Jalors:
(): «y=f*(x) pour xT U «x=f(y) pour yl I» (ii).

. .. . 1+
Ecrire aors (ii) et calculer y en fonction de x : ontrouvey = Logl—x
- X

Cest adiref (x) = Log? pour tout xI 1-1,1].
- X

11) 1) a) Pour tout réel x: f ?(x)=1- 2 ' (x)
Il suffit de calculer (f(x)) % et (1- 2. f’(x)) pour trouver |’ égalité.

b) Calcul de U;

\Log 2

Puisque U; = Q f2(x)dx ; il suffit de remplacer f % (x) par 1 - f ’(x) et I'intégrale sera

simple ; ontrouve U;=Log 2 %

Loga

Remargue : Ne pas oublier que pour tout a>0onae ~=a

2n
2) a) Pour tout réel positif xon a: 2" (x)E%

Penser al’inégdlité établieen 1.4) (f(x) £ éx pour x 3 0) en remarquant que pour X3 Oona:
f(x) 20, on éléve ala puissance 2n.

(L Og2)2n+1

b) Pour tout nl Non a: £
) OEUn 22N(2n+1)

Intégrer les 2 membres de I'inégalité de 2) a) sur [0,log 2].



Limitede U, pour n tend vers+¥.

. (Logz)ZrH-l =dL092)92n+1% 2 0

Remarquer que: =
e 2(2n+1) & 2 g é&2n+lg
log 2 20026
0<-2Z £1donc lim EHL —¢
2 ﬂ®+¥e 2 g

Appliquer lethéoreme: s Of Un£ V,pour tout net s lim V, =0alorslim U, =0

n® +¥ n® +¥



