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Corrigé du Probléme e

Dequoi s agit-il ?
Fonction Logarithme et exponentielle.

|. Etude— position relative de la courbe et son asymptote- courbe
II. Suite définie al’ aide de la fonction étudiée en | (U.1=f(U,)) : Encadrement - sens -

convergence- limite.
Indications et Commentaires

1) 1) a) Xgr?¥f(x) =1. Interprétation géométrique

On utilise le résultat du cours I(i)m¥ e’ = I(i)m¥ e* =0, on obtient I(i)m¥ f(x)=1.

Déduction : ladroite d’ équation y = 1 est une asymptote a C au voisinage de + ¥.

b) lim f(x) =- ¥

Ontilise: lim e =1lim e =+¥ et lim LogX =+¥ dou lim f(x)=-¥
X® - ¥ X® +¥ X® +¥ X® - ¥

2) a) Pour tout réel x on a f(x) = x+1-L og(1+€")

- Utiliser larecommandation : 1+ €” = ¢ (1+€").
- Appliquer ensuite Log a.b = Log a+ Log b pour tout couples (a,b) des réels strictement

positif.
- Savoir que Log €° = a pour tout rédl a.
b) D:y=x+1est uneasymptotea C au voisnage de - ¥

Il suffit de vérifier que I(EDr_n¥ [f(X)- (x+1)]=0 . Pour f(x) utiliser I'expression donnée en a).

c) Position de C par rapport aD

L’ expression f(x) — (x+1) donne la position de C par rapport aD : s I'expression est positive
C est au dessusde D, s dlle est négative (C) est au dessous de D.
On trouve f(x) — (x+1) = - Log(1+€*)< 0 car 1+e* > 1 pour tout réel x et Logu>0si u>1

1
1+¢*

3) a) Pour tout rée xonaf’ (x) =

ux) dans [|'expresson de
X

Caculer f(x) en appliguant la formule (logu(x)) =
u

f(x)=1-Log(1+€e™). Multiplier ensuite le numérateur et le dénominateur par € qui et 0

"xl R.

Ne pas oublier que €. = 1.



b) Variation def :

f'(x) est d§a donnée (3)a). Remarquer que f'(x) > 0 pour tout réel x. Les limites sont d§a
données a vérifier (1)a) et b). D’ou on peut résumer les variations dans le tableau suivant :

£ +

c) f(x) = 0 admet une solution unique xo = - Log(e-1)

Pour I'existence et I'unicité de la solution, appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires
(f continue et strictement croissante sur IR et f(IR) =] -¥ , 1[) donc 01 f(IR).
D’ou lerésultat : il existe Xo unique tel que f(xo) =0

Pour la valeur de Xo, larésolution algébrique :

Log(1 +¢ %) =1 donne xo = -Log(e-1)
Serappeler que 1 = Logeet que«Loga=Logb P a=b».

4) Tracéde C et de sesasymptotes
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- Ne pas oublier que C est au dessus de I’ asymptote oblique D.

- Attention al’ unité (2cm).

- Lesasymptotessont D:y=1etD:y=x+1

- Placer quelques points entre autre les points d’intersection avec les axes (0,1 — Log?2) et
(- Log(e-1), 0).

1) 1) f(x) ® xS et seulement S X £ - Xo

Il suffit de remplacer f(x) par I'expression donnée en |) 2) a) et ramener I'inégalité f(x) 3 x
a: 1-Log(1+€9 3 0.
Cequi est vrai s et seulement Log(1+€") £ 1 (a).



L’ expression (a) U x £ Log(e-1) . Pour le prouver, utiliser les résultats suivants
Loge=1; «LogaflLogbbP af£b» etenfin«e'<v P u<Logv »Ne pasoublier que
Xo =- Log (e-1).

2) a) Pour tout entier naturel ona: O£ u, £-Xo

- Vérifier lapropriéépour n=0: 0 £ up £ -xo (puisque Xo = -Log(e-1),
alors—xo = Log(e-1) 3 %).

- Supposer la propriété vraie pour n, puis appliquer la fonction a la double inégalité O£u.£-Xo

En utilisant :
- f(0)=1-log23 0
- f(-Xo) = - Xo (& verifier)
- f est strictement croissante.

On obtient : f(0) £ f(Uy) £ f(-xo) cC'estadire0£ Unii £ -Xo
b) La suite U est croissante

Pour cela on doit montrer que pour tout n, Up+13 Un.

En utlll%nt f(Un) = Un+]_et « f(Un) 3 Un 0 Un £ 'XO ».

On obtient d'aprés|l) 1) et 2) &) (Un£ -Xo) donc Ups13 U,
D’ou le résultat.

c) U est convergente — calcul delalimite

- D’abord le théoréme «s (U, est une suite croissante et maorée, alors ele est
convergente».

- Pour lalimite, il suffit de résoudre I’équation f(x) = x qui donne (X= -Xo).
D'ou IlimU, =-x,=Log(e-1).

n® +¥



