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Corrigé du Probléme .

|) De quoi s agit-il ?

Fonctions en logarithme :

|. Etude defonction. Signe de f(x)-x. Position relative d'une courbe et d'une droite. Fonction
réciprogue.

II. Intégrale de fonction en logarithme. Intégrale de fonction en exponentielle. Interprétation
géométrique d'intégrale.

I1) Indications et commentaires
1) a) Domaine de définition def est ]0,2[

Il suffit de faire le tableau de signe du trindme x(2-x) et prendre I'ensemble des x T R
tel que x(2-x) >0

b) Tableau devariation de f
Pour dresser le tableau de variation de f, ne pas oublier de mentionner la continuité de f, sa
dérivabilité et montrer que " X |0,2[ f '(x):ﬁ%%

Constater que le dénominateur est strictement positif.
* Pour les limites poser X= x(2-X) et constater que X ® 0" pour x® 0" oux® 2°
dou:
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2) a) Ladroited’équation x=1 est un axe de symétrie

Appliquer laregle générale et montrer que :
Si xI Dy alors (2-x)I Dy et f(2-x) = f(x) ¢ est-&-dire si 0<x<2 alors 0<2-x<2 ;
Calculer f(2-x)

b) Abscisses de points d'intersection de (C) avec (0, i)
Rappel : les abscisses des points d'intersection de (C) avec (0, i) sont les solutions de

I' équation f(x) = 0
Poser f(x) = 0 et résoudre I' équation du 2° degré obtenue e*

* Ontrouve: x=+1-1- g let x"=+1++1- e 1
* Remarquer que X' <x’’ donc Xo=x'=1-y1- g’ 1
3) a) Tableau devariation dej :j (x) =f(x) -x

Dans le cas présent : ne pas oublier quej est continue et dérivable sur ]0,2[ car f I'est.
Calculer alorsj ’(x) et étudier son signe. Les limites sont évidentes.



Remarque: " xI 10,2[j *(x) = f' (x)-1.
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b) L'équation j (X)=0 admet exactement 2 solutions1 et a :

* \érifier d’abord (par calcul) quej (2-+/2)>0

D'ou 01 ]-¥,j (2-v2)] qui et alafoisj (]0,2-v2]) etj ([2-+/2,2[) donc sur ]0,2- 2 ] admet
un antécédent unique par j . De méme que sur [2-~/2 ,2[

Remarquer quej (1) =f(1)-1 = 0 donc 1 est une solution.

Or 11 ]2-+2,2[ doncla2ésolutiona 1 ]0, 2-v2

* Xg<a<0 3:

Remarquer xo = 1-4/1- ¢ 1<0,3

Calculer alorsj (Xo) et j (0,3) et vérifier qu'ils sont de signes contraires. D’ ou le résultat.
* Log[a(2-a)]=a-1

Ecrirej (x) = 0 et déduire le résultat

c) signedej (x) et position de (C) par rapport a ladroite (D) d’équation x =1

Les questions @) et b) permettent de conclure que :
Pour xT ]0,a[ j (x) <0 donc f(x) < x. La courbe (C) est au dessous de (D) .
En faisant le méme raisonnement on obtient
- Pour x1 ]a,1[ lacourbe (C) est au dessus de (D).
- Pour x1 ]1,2[ lacourbe(C) est au dessous de (D).
- Pour x=a et pour x=1 la courbe (C) rencontre (D).
Remarque : les points d’ intersection sont A(a,a) et B(1,1).

4) Tracéde(C) et D
Tenir compte du résultat obtenu en 3) c).

Remarquer que I’ axe des ordonnées et la droite d’ équation x=2 sont des asymptotes a (C).
Ne pas oublier la consigne sur I unité et celle sur a.




5) a) g=restriction def al =]0,1] réalise une bijection del sur J

Il suffit d’ appliquer le théoreme :
S g est continue et strictement monotone sur un intervale | de IR alors g réalise une bijection
del sur g(I) qui est unintervalle.
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Dans le cas présent g est strictement croissante sur 1=]0,1] donc g(1)= ¢ @9V ¥ 1]
a0+ a

d'ou J= |- ¥ .1

b) Calcul de g*(x) pour x1T J

Appliguer xT J=f()ety=g'(x) U yT I etx=g(y)

En posant x = g(y) prouver quey = 1- {1- X1 d'oti g *(x)=1- y1- X1

Remarque : I'équation admet deux solutions dont I'une seulement est valable (voir la
conditiony T 1)

c- Courbe (C) : voir figure.

(C') est symétrique de la partie de C correspondant a]0,1] par rapport a (D). Ne pas oublier
lesintersectionsde C et C' (qui sont celles de (D) et (C)).

1) 1) a- E= :‘j_og[x(Z- X)]dx
Penser écho?sir u'(x) = 1 et v(x) = log[x(2-x)] pour appliquer

SV uv9]” - UV
Ne pas oublier de remplacer Loga (2-a) par a -1 (1.3)b)

b) E = -a® +5a -4-2loga

Il suffit o intégrer Cl)% dx en appliquant la consigne donnée par I énoncé (%‘_—;((:1- 2_1x) et
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en utilisant lalinéarité de I'intégrale @(f +g)(x)dx—Qf(x)dx+Qg(x)dx‘.a
2) a) Interprétation géométrique de chacune desintégrales données

* Ql(f (x)- x)dx est la mesure de I'aire du domaine compris entre la courbe (C) et la droite

(D), exprimée en unités d’ aire.

* é(x g 1(x))dx est lamesure de I'aire du domaine compris entre (C ) et (D)

Puisque C'= s5(C ) et (D) = sp(D) donc les 2 aires sont égales (la symétrie orthogonale
conserve les distances et par suite les mesures d' aires).

D'ou:

Ql(x - g'l(x))ix = Ql(f (x)- x)dx



b) Calcul delintégrale gvyl- X ldx
En remplagant g*(x) par son expression (5-b) ; déduire que lefl- e tdx = 26(1- x)dx + E

. J §
D’ oU on peut retrouver queQ\/l- e ldx =3a- 3- 2Loga.



