Mathématiques Sciences Expérimentales + Technique Contrile 95

Corrigé du Probléme e

|) De quoi s agit-il ?

Fonction en exponentielle.
A- Variation, tangente ala courbe, calcul intégral, encadrement et intégrale, calcul daire.
B- Retour alafonction f et suite réelle définie al'aide de f. Convergence de la suite.

I1) Indications et commentaires

A. 1) a- Variation delafonction f :

Ne pas oublier de mentionner la continuité et la dérivabilité def sur ]-2,+¥[ et calculer f'(x).
vérifier quef' (x)<0" xI Dy

Les limites sont évidentes :
Dresser alors letableau de variation :

x| 3 vo
Fi(3) // _
& f/ s

b- Equation delatangente D ala courbe (C) au point d’abscisse 0

Calculer f(0) ; £ (0) et appliquer laformule, on trouve D :y=- %x+%

c) Lacourbe (C) admet 2 asymptotes: x=-2et y=0

i d



P & 2.0
2) a- Vérification de: NS T
XxX+2 4 X+25

Commencer par développer le 2& membre puis faire les simplifications et obtenir le 1%
membre.

b) Déduction que : @ f(x)dx __(%(2- X)o bk F(x)dx
En multipliant les 2 membres de |’ égalité &ablie en a) et en utilisant lalinéarité de I’intégrale

on obtient b).
Rappel : s g et h sont 2 fonctions continues sur [a,b] et si | et msont 2 réesaors:

QU g+m bkl Gae)dx+m Qh(x)dx

0) Calcul del = g(2- ¥)g “dx

Ne pas oublier qu’on aafaire a un produit de polynéme par exponentielle. Se rappeler qu’une
intégration par partie en posant u(x)=polynéme et v'(x)=exponentielle permet d’ abaisser le
degré du polynéme.

Danslecasprésent : u(x) = 2-x ; V'(X) = €*d'ou U’ (x) = -1 et v(x)= - €*

Fairelecalcul et trouver quel =1

2 2

i X £ 240 £X
d) Pour x1 [0,1] ona 36 £, £ 5

Partir del’inégalité 0 £ x £1, appliquer f aux trois membres de la double inégalité en utilisant
lefait quef est décroissante ¢ est-a-dire: f(1)£f(x)£f(0). Remplacer les connues par leurs
valeurs respectives (f(1) et f(0)), multiplier ensuite par x°. Obtenir aors le résultat demandé.

2
“duction : L 1
Déduction : & E% x f(¥)dx £3

En utilisant I'inégalité obtenue précédemment et en appliquant laregle suivante: s g et h sont
2 fonctions continues sur [a,b] (avec a<b) et s g(x) £ h(x) " xI [a,b]
dors Qgdx £ Ehdx
Faire lesintégrales du 1¥ membre et du 3¢ membre (¢’ est-a-dire calculer
2 2

Ix 1y
@5-dx et o Z-dx)

3e 0 2
On obtient ains lerésultat.

e) A = mesuredel’aire. Montrons que 0,26<A<0,30
1

Remarquer que A = ¢§ (x)ox

1
En utilisant 2)b) on obtient Azzlll + é(z f (x)olx

D’ou (en ladéduction de d) 411|+9 <A <1|+%

Onacalculél en 2°)c- Remplacer donc: 411r+9ietél1 é par les valeurs approchées (utiliser la
calculatrice)



B) 1) f(x)=x admet une solution unique a et O<a<1l

Dans ce genre de question, souvent il faut procéder ains : poser h(x)=f(x)-x et &udier les
variations de cette fonction sa dérivée éant h’ (x)=f" (x)-1
Comme ' (X)<0 sur ]-2,+¥[ dorsh’(x)<0 et h est décroissante.
lim ,h()= lim _ f)+2=+¥ et IMy h(x)=-¥ car 1P =0
X® - 2 X® - 2
Appliquer alorsle théoreme des valeursintermédiaires alafonction h sur ]-2,+¥[ en
remarquant que h(]-2,+¥[)=]-¥ ,+¥[.
Encadrement : h est décroissante et h(0)=% >0, h(1):3—1e -1<0 et h(pt)=0 donc O<p <1

2) Encadrement def(x) sur [0,1]

Evidemment f décroissante sur Ds et [0,1]1 Dralorsf est décroissante sur [0,1], f continue
donc f([0,1])=[f(1), f(O)]=[3—1e ,%] 1 [0,2] doncf(x) T [0,1]

3)a- f ' est strictement décroissante sur [0,1]

Remarquer quef' est dérivable sur]-2,+¥ [ donc sur [0,1]

Sx+2)? +2(x+ 3
Vérifier que f(x) =& 5 >~ Osur [0,1]
(x+3)
Onadoncf’(x) >0sur[0,1] . Donc f" est strictement croissante sur [0,1].

b-" x1 [0,1] ; ¥4 (x) ¥< %
En appliquant les résultats classiques :
f'(x) strictement croissante donc 0£x £1p f'(0)£f'(x)£ (1), on trouve: f'(0)=-

quef (x)<0" x1 Df(A.1) &)
Dod: - %Ef '(x)£0 donc [f ' (x) <g.

et on sait

Nlw

4) & OEUnEL (1) et una- S Sun- 3] (2)

* Récurrence : Up=0 (veérifie (1))

On suppose OEUNEL alors d'apres (B.2)) 0<f(un)<1

Or f(Up)=Un+1 doncO<upg<ldol” ni IN OEun£l

* Pour (2) on doit appliquer I'inégalité des accroissements finis pour f sur [0,1] qui n’est plus
au programme.




b- En admettant I'inégalité (2) et en faisant un raisonnement par récurrence on

obtient :[u, - a| £ 2% |u, - al.
edg

li = li -al~0 i lim_un=a
la n@%;(j)j—o donc nérﬂ¥|u” al par suite @M.



