Mathématiques Mathématiques Contrdle 01

Corrigé du probléme

I - De quoi s'agit-il :
¢ Etude d'une fonction en exponentielle. Calcul d'aire.
¢ Famille de fonctions définies a 'aide d'une intégrale.
* Encadrement de ¢ par deux sommes finies.

II - Indications et commentaires :

1) Variations de g :
Vérifier que g'(x) = (x - 2) e

Tableau de variation de g : X - 2 +
g'® - +
gx) + 1
1-e?

Remarquer que g(2) est le minimum de g. Conclure.

2) a) Variations de f' :

Vérifier que f'(x)=¢ ~—xe ~ + 1 = g(x).

Tableau de variation de f : X _ oo + o
f'x) +
f(x) +
- o

b) ¥ A:y =X est une asymptote a C :

Il suffit de montrer que lim (f(x)-x)=0.
X —=+400

etonaf(x)—x=xe ©



* Position relative de C et A,
Etudier le signe de f (x) — x et vérifier que :

six<O A est au dessus de C.
six<O0 A est en dessous de C.
¢) Courbedef:

Remarques :
*f{'(0) =2 donc

u (é )est un vecteur directeur de la tangente

a C au point O
®ER) = (x 2)e T
Prouver que le point de C d'abscisse 2

est un point d'inflexion de C.

3)
a) Calcul de A (o) :

* Hachurer la surface correspondante.
o

e Vérifier que: A (o) = ’ e dt.u.a
c

« Utiliser une intégration par parties en posant :

u(h)=t et V'(t):e_t.

{62

o Prouver que A (o) =(—oe” —e % +Du.a

b) Vérifier que A (1) =1 — i et Iim A(=1
e

o —+ 00

II -
1)Ona:
X
Fy (x):’ etdt=A
C

2)ayn=2 F,(x)=nF, {(x)—x"e ~:

X

F, (x)= ’ " e dt.
C
Utiliser une intégration par parties en posant :

u@®=t"

V'(t):e_l.



b) Par récurrence: F,(x) =n! |1 —

ePourn=1 Vérifier que 1!

sk
* Soitn € N Supposons I'égalité :

n

k

F,m=nt|1-Yy Z_¢™
k-0 Kk!
a-t-on :
n+1 k
Foo=m+D!{1-Y Z_¢7
k-0 K!

Ona:

Fo o 10=m+ 1) Fyx) —xle™

1—(e_"+ X

v k
—m+Dnt|1-Y Z_e|-x"le™
k=0 !
i Xk Xn+1
=@+ D![1- — — e
k=0 ! n+ 1!
Terminer :
Remarques : pour X = 0 x'=1
or=1=1

n!'n+H=@+1!

¢ lim F,(x):

Xx—=t 0

Il suffit de calculer lim Xk e

X

X—+0

On pourra poser x = kX. puis vérifier que :

k —x
X e

= kk(Xe_x) k

Prouver alors que lim Xk e X =0. etque:

n

lim |y 2

x—s4+00 \k=0

X—+00

k_—x
c
k!

= 0O (somme finie).



En déduire que lim F,(x)=n!

X—+®

3)PourtEfo,x] ona: ¢ "<e <l1.

et par conséquent t" e~ < " et

X X X
d'on ’ " e dt< ’ " et dt< ’ " dt.
C C C

Terminer
x" 1 x"!
4ha) x>0 Nn=2X : =< -
! 2 (n-1'!
Remarque
n=2x>0 donc n>1.
n-1
e Vérifier que I 1_ puis multiplier les deux membres par :
n 2 (n-1)!
b) lim X_=0
n!

n—+0

On pourra montrer que O < < (L) .
n!

( par récurrence ou par itération de I'inégalité établie dans (a) )

Comme |==| <1 , ona lim (1_)n = . Conclure.
n— -+ \ 2
X . x*
c)e = lim z — 2
n —+w k=0 k !
F ) Ik
dapres TE2) b) e =1 -y 2 ™
nt k=0 !
F (x) I
donc : £ = e’ + —_—
n! k=0 !
n+1 F (X) n+1
dapres I 3) © I Yo 2 e®
(m+ 1! n'! (m+ 1!
F (x)
en déduire que  lim —¢" | = O. et conclure.
n— +® n!

5)a) eLcrireque Fy(1)=0 <=

1- z kL e >0 ( puis multiplier par ¢ )
|
k=0 K:

On obtient




€=
k

AR
= K

* Bcrire que Fj (1) < et en déduire que :

n+1
c= L-I— ¢
k—o k! o+ 1!
—pourn =2, e x <L donc : e < L
m+1) n! n! k-o K!' n!
1
—pourn=1 ex< z L+L
ok T

b) Encadrement de e d'amplitude d < 10_2 :
- 1 1 = 1 1
d= —t — | — — = —
kgo k! n! kgo k! n!

Pour obtenir d < 10_2, il suffit de choisir :n=5

Vérifier que : 2,71 <x<2,72.



