Mathematiques Economie & Gestion Principale 95

Corrigé de l'exercice 1 ifiﬁi

I) De quoi s agit-il ?

- Résolution d'un systeme linéaire de quatre éguations a quatre inconnues réelles
- Résolution d'une équation de 3éme degré dans I'ensemble C des nombres complexes
- Nombres complexes et configurations géométriques planes

I1) Indications et commentaires
1°) Résolution dans R* d'un systéme de quatre équations & quatre inconnues

Vérifier I'équivalence: (f(1)=-1) & (a+b+c+d=-1)
Montrer que le systeme donné est alors équivalent au systéme (S) suivant :

iatb+c+d=-1 Q
© -a+b-c+d=-15 )
8a+4b+2c+d =0 3)

{- 8a+4b- 2c+d=-40 (4)

En pensant a (1) + (2) et (3) + (4) d'une part et a(1) — (2) et (3) — (4) d’autre part, montrer
alors que le systéeme (S) est équivalent a:

@b+d=-8 et‘la+c:7 0

€ ab+d =- 20" 4a+c =105

Il sagit de transformer le systeme (S) de quatre équations a quatre inconnues en deux
équations a deux inconnues faciles a résoudre.

Achever larésolution :
On obtient :

a=1;b=-4;c=6ed=-4

Ainsi lafonction f qui vérifie les conditions données est définie par f (2)= Z° — 42° + 6z — 4
Rappelons qu'un systeme peut étre résolu de plusieurs fagons, entre autres :

a) Par substitution.

b) Par combinaison linéaire.

c) Par laméthode de pivot de Gauss.
Pour la résolution du systéme (S), nous avons choisi la méthode de combinaison linéaire, c'est
la simplicité des calculs a effectuer qui a guidé notre choix.
En général :
Il n'y a pas de méthode privilégiée de résolution, c'est toujours la simplicité des calculs a
effectuer qui guide le choix de la méthode appropriée.

2°) a) Résolution dansC del'équation (E) : Z*- 472+ 6Z-4=0

Commencons par remarquer le lien de cette question avec la premiére, en effet I'équation
(E) est équivaentea f(2) =0



Il sagit de résoudre une équation du 3°™ degré dans C et |'on sait que : Toute équation du
3°™ degré admet dans C trois solutions (distinctes ou non).
Comment trouver ces solutions ?
On cherche en général, une solution particuliére z, (généradement 1, - 1, i, - i,...), on factorise
alors par z - zy et le probléme revient a la résolution d'une équation du second degré, dont la
technique de résolution est connue.
Le plus souvent, une indication dans les énoncés permettra de déterminer la solution
particuliére, en l'occurrence f (2)=0 est donnée dans la premiére question, €lle nous signale
que 2 est une solution particuliere de I'équation (E).

Exploitation de l'indication f (2)=0 pour |a factorisationdef (z) par (z-2):

1%© méthode : méthode d'identification
Déterminer les coefficientsa et b telsque f(z)=(z-2) (Z+az+b)
Onobtient: 22 +4 72 +6z-4=(z-2)(Z*-22+2)
On peut procéder autrement pour factoriser f (z) par (z- 2)
2°™ méthode : Par soustraction
Onaf(z)=22-4722+6z-4
f(2)=2°-4x2°+6x2-4=0
Donc;f (z)=f(z)-f(2)=(2-2°)-4(F-2*)+6(z-2)
ca.df(z)=(z-2)(Z+2z+4)-4(z-2)(z +2)+6(z-2)
ouencoref (z)=(z-2)[ZZ+2z+4-4z+2)+6]
f(z)=(z-2)(-22+2)
Montrer qu’'on al’équivalence: (z%-2z+2=0)U (z=1+iouz=1-i)
Conclure que I'ensemble S¢ des solutions de I'équation (E) est S¢ ={ 2;1+i,1-i}

Remarques:

1°) Pour vérifier I'exactitude de calculs dans la résolution de I'équation z 2- 2z +2 =0 on
peut se rappeler que la somme S et le produit P des racines de I'éguation du second degré
(az> + bz + c¢=0) sont donnés par :

s=-Pegp=C,
a a

Dansnotrecas ona(1+i)+(1-i)=2=- Ber1+i)+ (- iy=2="S.
a

2°) Encore un moyen de vérification : Se rappeler que si z est une solution d'une éguation

dans C , & coefficients réels, alors z est auss solution de cette équation. Dans notre cas les
deux solutions 1 + i et 1 - i sont bien conjugués. Si on a trouvé deux solutions non
conjuguées, c'est qu'on sest trompé.

b) Montrons que letriangle ABC est rectangleisocéle
Désignons par A, B et C les points d'affixes respectifs2; 1 +iet 1-1i
Se rappeler que tout point M d'affixez=x+iyoux ety sont réels, apour coordonnées

® ®
(x,y) dansle repere orthonormé (o,u, V).



Lafigure nous permet de constater que ABC est un triangle rectangle isocéle en A.
comment démontrer ce résultat ?

1¥© méthode : utilisation de la réciproque du théoréme de Pythagore .
Comment calculer la distance entre deux points M et N du plan, d'affixes zy et z\?
Réponse: MN = ézy —zy €

Calculer alors AB, AC et BC.

Vérifier que AB=AC et BC? = AB? + AC?

Conclure que ABC est un triangule rectangle isocéle en A.

2°" méthode : utilisation d'une" vieille expression " !
Comment reconnéitre I'orthogonalité de deux vecteurs dans un repere orthonormé ?

® ®/ R e
Réponse : soient u(§) et v(; )deux vecteurs dans un repere orthonormé.

® ®
S xx'+yy' =0aors u et vsont orthogonaux.

Montrer que Ai@Bet Ai@C sont orthogonaux (N'oubliez pas que I'affixe du vecteur AC\@B , par
exemple, est zg-za

Montrer que AB=AC (voire 1¥ méhode! )

Conclure



